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論　文　内　容　要　旨
本論文では二重対数項を含むBrezis-Gallouet-Wainger型の函数不等式を扱う｡
まず,臨界sobolev空間はL-空間に埋め込まれない｡その為,函数の最大値ノルムをその函数の臨界
sobolevノルムの線型オーダーで評価する事は不可能である.同不等式はSobolevの埋蔵定理の臨界ケース
において,函数の最大値ノルムをその函数の高階sobolevノルムを対数的に加味した臨界sobolevノルムで
評価するものとしてBrezisIGallouet (1980)及びBrezis-Wainger (1980)により得られている｡しかし,その
種の不等式における最良定数はほとんど知られていない｡
高階sobolev空間はHOlder連続空間に連続的に埋め込まれる為,上述の不等式での高階sobolevノルムを斉
次H61der半ノルムに置き換えた,より強い不等式を考察する事ができる. Ibrahim-Majdoub-Masmoudi (2007)
は2次元Euclid空間内の単位球内において, H81der空間でのBrezis-Gallouet-Wainger型不等式が成立する為
の単対数項の係数に対する必要十分条件,即ち最良定数を与えた｡更に,彼らはその最良定数を単対数項
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の係数とする不等式は成立しないが,二重対数項を付加したものが成立する事を示した｡しかしながら,
二重対数項の係数に対する最良定数は与えていない｡
ここで本論文では以下の二つの拡張を行う｡第一に, Ibrahim-Majdoub-Masmoudiの結果は2次元のみを
扱っている為,扱う空間を2以上の全ての次元のEuclid空間内の有界領域とした｡第二に, Ibrahim-Majdoub-
Masmoudiは不等式が成り立っ為の単対数項の最良定数を決定したが,二重対数項のそれは完全には求めら
れていない｡本論文では単対数項に加え二重対数項の最良定数をも決定した｡更に,単対数項及び二重対
数項の係数が共に最良定数の場合は不等式が成立する為,三重対数項等のより低次の項を考察する必要が
なく,不等式が成立する為の必要十分条件が完全に解決された｡
また,その不等式が成立するような単対数項及び二重対数項の係数を固定するとき,函数不等式に現れ
るもう一つの定数の最良性に着目し,最良定数が実現される函数(極値函数)の存在を考察する｡単位球内
において,最良定数が正であるという条件の下でそのような極値函数の存在を証明した｡特に単対数項及
び二重対数項の係数が共に最良定数の場合,次元数がある程度小さく, H61der指数が1に十分近ければ,
最良定数は実際に正となる事が観測される｡
次に,最良定数の知られていない,高階sobolev空間での元来のBrezis-Gallouet-Wainger型不等式を考察
する..これはH81der空間でのそれよりも弱い不等式である為,最良定数は先に得られたH61der空間でのそ
れよりも小さくなる可能性がある｡しかしながら,両者が一致する事を証明できた｡実際,高階sobolev空
間での函数不等式が成立する為の必要十分条件は先に得られたものと一致する事を示した｡
最後に, H61der空間でのBrezis-Gallouet-Wainger型不等式は, Euclid全空間内では成立し得ない.その為,
Ibrahim-Majdoub-Masmoudiは不等式を若干変更し,再び2次元において不等式が成り立っ為の単対数項の
最良定数を決定した｡本論文では2以上の全ての次元で扱い,単対数項の最良定数を決定したが,二重対
数項の最良定数の導出には至らずその下限のみを与えた｡
本研究では,片側制限付き最小化問題が主結果の証明において本質的な役割を果たす｡即ち,領域を単
位球とし, Sobolev空間wi･nにおいて,ある支持函数を下回らないような函数の内,そのSobolevWi.n/ルム
を最小化する函数を決定する事である｡ここで支持函数はH61derノルムが特定の値となる性質の良い函数
を用いる. Ibrahim-Majdoub-Masmoudiの研究では2次元(n= 2 )でありWA･2はHilbert空間である為,最小化問
題の解を求める手法が確立されている.しかしながら, nが2でない場合にはWL･〝はHilbert空間でなく,そ
のような手法はほとんど知られていない｡そこで本論文では,最小化函数が球対称となる事を利用して本
質的に動径1変数の問題に帰着させ,最小化函数の定性的性質からその形を決定した.そのときn-2なら
ば最小化函数の微分可能性から完全な表示が直ちに得られるが, 〃が2でない場合には微分可能性が期待
できない｡その為, 1変数計算を駆使して最小化函数の定量的性質からその完全な表示を決定する事がで
きた｡尚, lbrahim-Majdoub-Masmoudiの研究では函数の再配置に関する理論が用いられたが,本研究では
極値函数の存在の証明においてのみ用い,主結果の証明においては不要であった｡
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論文審査の結果の要旨
関数空間における不等式はそれ宙身興味深い研究課題であるが,特に非線形偏微分方程式の解法に重要
な役割を演じる｡また,山辺の問題にS｡b｡levの埋蔵定理が本質的であった様に,関数空間の不等式は単
に基礎解析学における問題に留まらず～　幾何学など他分野とも密接に関係している｡多くの関数不等式の
中で,特にSoblev空間wIPにおける不等式はこれまで多くの研究が進められてきたo非線形偏微分方程式
の解法においては,関数横演算で閉じている空間として,有界関数空間であるLpに埋め込めるW･Pの考察
が最も汎用性が高い. Brezis-Gallouet-Wainger型の不等式は,優臨界S>n/pのケースにおける有界関数空
間への埋め込みの関係を,臨界ケースS-n/p,すなわちW'p･p-空間の線形増大ノルムの補助によって,高々
対数の幕根のノルム増大で評価できることを示した精密な埋蔵定理として知られている(〝は空間次元)0
Ibrahim-Madjoub-Masmoudiは2次元平面内の単位球においてS- 1, p- 2を臨界ケースとし,優臨界より
広いH｡elder空間を採用した場合のBrezis-Gallouet型不等式を考察した｡実際,彼らは対数および2重対
数項の係数の最良性について論じた｡森井氏は,一般の〃次元有界領域の場合,臨界ケースとして∫-1,
p-nにおいて同不等式を考察し,対数および2重対数項の双方の係数に関して最良定数を導出した｡ 2次
元球面におけるIbrahim等の結果は,対数の係数については最良定数を求めたが, 2重対数の係数につい
ては上からの評価のみに留まっていた.森井氏の結果は, Ibrahim等の定理を一般次元に拡張しただけで
なく, 2重対数の係数の最良性を導出することによって,対数型の同埋め込み不等式が2重対数項で終結
することが明らかにした価値の高いものである｡また証明方法に関しても,一般の〝一次元では,臨界ケー
スとして, Wl･n一空間における変分問題を考察しなければならないため, Hilbert空間の構造がある2次元
のWl･ 2と比較して遥かに精密な解析を必要とする.森井氏はさらに,たとえHoelder空間を,より位相
が強い優臨界sobolev空間W･p, S>n/pを採用しても,対数および2重対数の係数の最良性は不変である
ことを証明した.その他,最良定数を実現する極値関数の存在や,全空間Rnにおける同不等式の考察も
行っている｡この様に森井氏の結果は,対数型関数不等式に関して新たな知見を提唱したものであり,自
立して数学解析の研究を行うに必要な高度の能力と学識を有することを示している｡故に,森井慶氏提出
の博士論文は博士(理学)の学位論文として合格と認める｡
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